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1. En un secreto laboratorio de biotecnologia estan sufriendo sucesivos apagones de luz debido a prob-
lemas de desgaste del generador de energia (su tnica fuente de electricidad). Estos apagones han
provocado pérdidas en ciertos cultivos de bacterias. El director del laboratorio ha decidido remediar
esta situacién, para lo cual se ha comunicado con el equipo de 10 de la universidad local. Este equipo
ha sido capaz de determinar que los tiempos de falla de los generadores siguen una distribucién F' de
media p < ooy, ademas, han decidido proponer una politica preventiva segin la cual, un generador
es reemplazado por otro nuevo en el instante en que falle o cuando cumpla 7' unidades de tiempo
funcionando, lo que ocurra primero, donde T" > 0 es un parametro a determinar.

Suponga que cada vez que se debe reemplazar un generador (ya sea por falla o por que superé el
tiempo T') se incurre en un costo K y, ademas, cuando el generador falla, se paga un costo adicional
C, debido a la alteracién de algunos procesos de produccién. Cada vez que se instala un nuevo
generador, éste comienza de inmediato a producir energia pero, durante un tiempo aleatorio S, con
ley uniforme en [0, 7/2], se debe realizar una serie de ajustes que implican irregularidad en el voltaje.
A causa de esto se producen pérdidas de produccién, de valor proporcional (con coeficiente «) al
tiempo de ajuste.

a) Cudl es la distribucién Fr(z) que corresponde al tiempo entre sucesivos reemplazos de gener-
adores? Cual es la media pur?

b) En el largo plazo, cudntos reemplazos son hechos por unidad de tiempo?

c¢) Cudl es el tiempo esperado entre fallas? En el largo plazo, cudntas fallas ocurren por unidad
de tiempo?

d) Obtenga una expresién para C(T), el costo promedio en el largo plazo por unidad de tiempo,
como funcién del parametro 7T'.

e) Si K =2,C =1, a = 8y los tiempos de vida de los generadores son variables aleatorias
uniformes en [0, 1], obtenga el tiempo T* que minimiza C(T).

f) Calcule el tiempo esperado hasta que se produzca la situacién de crisis del laboratorio debido a
que 3 generadores seguidos' fueron reemplazados por fallar, usando los valores de las constantes
del apartado f) y el valor éptimo T*.

a) Si X designa la va correspondiente a la vida de un generador, entonces el tiempo hasta el
reemplazo es X AT := min{X,T}. Por lo tanto,

Fr(t) =1-Pmin{ X, T} > t] = 1-P[X > t,T > t| = 1-P[X > t]lirsyy = 1=(1-F(1)) Y154
Reorganizando los términos también se puede escribir

Fr(t) = Yr<y + F(O)rsg-
Es claro que Fr es discontinua, con un dtomo en 'y AFr(T) = P[X < T| = F(T™). La media
se calcula usando la férmula

o) T
pr= [ Q=P = [ 1= F@)a

b) Por el teorema elemental de renovacién, el valor es ,u;l.

¢) Después de una falla comienza una serie de reemplazos de tipo “no falla”, en cantidad N,
donde N es una va geométrica de pardmetro? p = F(T~) = P[X < T],q := 1 — p, comenzan-

'Modele esta situacién como la aparicién de un patrén en una serie de lanzamientos de una moneda.
2 Aqui estamos suponiendo que si falla justo en T entonces no cuenta como falla.



do en 0. Esto porque los sucesivos reemplazos pueden verse como experimentos de Bernoul-
li independientes (cara=falla, sello= no falla). Entonces P[N = n| = ¢"p,n = 0,1,...y
E[N] = q/p = P[X > T]|/P[X < T]. El tiempo que transcurre desde una falla hasta la
proxima es igual a NT" mas el tiempo de vida del generador que se sabe va a fallar, dado por
X|X < T, entonces la esperanza se calcula como

P[X > T] 1— F(T)

fef i= Tm +EX|X<T]=T FIT) + E[X|X < T).
Por otra parte,
P[X>t|X<T]—P[t<X<T]/F(T)—W—l—;&(ﬁ), t<T

y, por lo tanto,

oo T B B _
E[X|X < T —/0 P[X > t|X < T))dt —/0 (1 - Fﬁf})) g P fll;((lT_)F(T )

Combinando ambos resultados parciales, se llega a pier = pur/F(T7).

Para calcular el nimero de fallas por unidad de tiempo, en el largo plazo, notamos que en un
intervalo entre fallas, sélo contamos una falla, de manera que, del resultado para renovacién
con recompensa, obtenemos 1/per = F(T7)/pr.

Un razonamiento alternativo para calcular este tltimo resultado es considerar la renovacién con
las va de tipo X AT y decir que recibimos una recompensa de valor 1, con probabilidad F (7).
Entonces, las recompensas son iid con esperanza F(T~) y de renovacién con recompensa se
obtiene F'(T~)/pur. De aqui se deduce por cierto el valor de fie.

d) Veamos el costo a pagar en un intervalo de renovacién, del tipo X AT'. Se paga seguro el costo K
de un generador y se paga ademds C' si ha fallado, lo cual suma K +CLx 7). Al lo anterior se
agrega la perdida debida al tiempo .S de ajuste, que se escribe aS. Sin embargo, podria ocurrir
que el generador falle antes de que termine el periodo de ajuste, de manera que deberiamos
cambiar® a.S por a(S A X). El valor esperado del costo en un intervalo de renovacién serfa

Eeosto = E[K + Clixory +a(SAX)] = K+ CF(T™) +aB(S A X)

o bien
El

costo

= E[K+01{X<T} +CkS] = K+CF(T_) +CtT/2,

si ignoramos la posibilidad de que el generador falle antes de terminar el ajuste. Para calcular
el costo por unidad de tiempo, en cualquiera de los casos, dividimos por el largo esperado del
intervalo de renovacién, dado por pp.

e) Consideramoselcaso K =2,C =1,a =8y X — U|[0, 1], de donde se obtiene ur = T(1-T/2).
De manera que

24T +8E(SAX)
CT) = T(1-T/2)
' oy~ 2F8T
( )_T(l—T/z)‘

Notemos que (suponiendo S y X independientes)

E(SAX) = /Om pisds = /Omsu — 5/2)ds = ~ (1 - T) .

3 Aceptar cualquier versién como solucién correcta.



Entonces
2+ T+T*(1—-T/6)

Cc(T) =
(T) T(1-1T/2)
Para encontrar 7"* vemos facilmente que C’ se minimiza en 7" = 2/3. El caso de C es algo més

complicado y se observa numéricamente que T* ~ 0,685, aunque los valores C'(T"*) y C(T%)
difieren bastante.

f) La crisis se produce cuando vemos el patrén 111, en lanzamientos iid de una moneda, con
probabilidad de cara (1) dada por p = F(77). El tiempo esperado hasta ver dicho patrén es
1/p+1/p?+1/p? (ver solucién en libro de Ross, pag. 126). Por ejemplo, si X es U[0, 1] resulta
p=T € [0,1] y con T = 1/2 el tiempo esperado es 14; con T' = 3/4 se obtiene 5,48 y con
T = 1/4, el valor es 84.

2. W. Armijo ha trabajado por afos en gestién de operaciones, habiendo logrado acumular una cuan-
tiosa fortuna. Dado que Armijo se ha interesado siempre por la educacién superior, decide invertir
su capital en una universidad privada, a punto de irse a pique.

Armijo entiende que el buen manejo de la universidad requiere de un modelo estocastico para su
gestién (inicialmente muy sencillo), cuyos elementos se describen a continuacién. El estado de la
universidad en el ano n se caracteriza por las va X,, e Y,,, donde X, indica la calidad e Y,, la
acreditacién. La calidad puede ser buena (1) o mala (0) mientras que la acreditacién es lograda (1)
o no lograda (0). Estas dos variables estédn estrechamente ligadas a los resultados de matriculas y
por ende, a los ingresos que se obtienen por aranceles. Si X,, = i,Y,, = j entonces el ingreso esperado
por aranceles el ano n es R;;, con i, j € {0,1}. Estudios previos indican que Roo < Ro1 < Rig < Ri1.

Cada ano el propietario o rector de la universidad puede tomar una de tres decisiones respecto
de las utilidades que haya obtenido por aranceles: (0) no hacer inversién alguna, lo cual significa
traspasar dinero a sociedades relacionadas, etc. y tiene impacto negativo en la calidad y en la
probabilidad de ser acreditada; (1) invertir apropiadamente, lo cual tiene un positivo impacto en
la calidad de la universidad y en la probabilidad de ser acreditada y, finalmente, (2) no invertir
pero gastar algo de dinero en sobornar a los funcionarios de la comision de acreditacién, lo cual
tiene como efecto aumentar las probabilidades de obtener la acreditacién pero, a la vez, expone a
la universidad a fuertes sanciones en caso de ser descubierto el soborno. Suponga que la inversién
anual es una cantidad I, no aleatoria, igual para cada afo que se decida invertir. Por otra parte,
el gasto en soborno es una cantidad S (muy inferior a I), no aleatoria, igual para cada afo que
se decida sobornar. Se sabe también que la universidad puede ser denunciada, con probabilidad
p, en los medios y en tribunales, por un celoso guardian del sistema de acreditacién, Sr. Patrick
Glass. Si la denuncia ocurre pero la universidad no ha sobornado entonces se incurre en un costo C'
(publicidad, defensa, etc.) Pero, si ha habido soborno, la universidad debe pagar una fuerte multa
M (muy superior a C') y se le niega la acreditacién para el afio correspondiente.

Cuando la universidad tiene buena calidad, nunca se recurre al soborno pero esta posibilidad si
esta abierta en caso contrario, cualquiera sea la acreditacién previa que tenga.

Respecto a las probabilidades de transicién del sistema se ha podido averiguar los siguiente:

= Si no invierte, la calidad no puede subir.

= Si no invierte y tiene mala calidad, entonces no serd acreditada, cualquiera haya sido la acred-
itacién del periodo previo.

» Si invierte, la calidad no puede bajar.
= Si invierte, la calidad es buena y esta acreditada, entonces serd acreditada con seguridad.

» Si soborna (lo que indica mala calidad) entonces la calidad no puede subir (puesto que no
invierte) pero si podria ser acreditada, cualquiera sea la acreditacién que tenga en el presente.
Por supuesto, es mas facil ser acreditada si es que ya lo estaba.

Para las probabilidades, en general, se introducen los siguientes parametros:



= af es la probabilidad de que teniendo calidad i y la accién sea a, en el siguiente periodo tenga
calidad 1, ¢ € {0,1},a € {0,1, 2}.

. 5;-1 es la probabilidad de que teniendo acreditacién j y la accién sea a, en el siguiente periodo
tenga acreditacién 1, j € {0,1},a € {0,1,2}.

Con los 12 parametros definidos (algunos de los cuales pueden ser 0 o 1) es posible calcular las
probabilidades de transicién. Por ejemplo, la probabilidad de pasar de buena calidad, no acreditada
a buena calidad y acreditada, sin invertir es a(l)ﬂg. Ma3s rigurosamente,

PXpi1=1X,=1,Y,=0,a=0] =al,

PlY,i1=1X,=1,Y,=0,a=0] = 3

P[Xpi1 =1,V =1X, =1,Y, =0,a = 0] = a?40.

Lo anterior indica que sabiendo a y condicionalmente en X,,,Y,, las va X,,+1 e Y, 41 son indepen-
dientes.

Finalmente, si el horizonte es IV, se supone que el valor final de venta de la universidad es Fj;,
dependiendo de la calidad y la acreditacién que tenga. Se puede suponer que Fyg < Fp1 < Fig < Fi1.

a) Formalizar la situacién descrita mas arriba como un Problema o Proceso de Decisién Marko-
viano, identificando claramente sus elementos: espacio de estados, acciones, recompensas, prob-
abilidades de transicién? y funcién objetivo a optimizar.

b) Escriba las ecuaciones de optimalidad de Bellman correspondientes al problema en a).

c¢) Asigne valores sencillos a los pardmetros, compatibles con la descripcién hecha arriba, y realice
una iteracion con las ecuaciones de Bellman, indicando cual seria la decisién y el valor objetivo.

a) El proceso esta descrito por una sucesién (Z,),>1 de pares de va con valores en {0, 1}. Es decir,
Zyn = (Xpn,Yy,) € E :={0,1}2. Por otra parte, el espacio de decisiones es A = {0, 1,2}, donde
0,1,2 tienen el significado descrito en el enunciado.

Sabiendo que las decisiones disponibles dependen del estado del sistema, consideramos los
conjuntos A;;, que corresponden a las decisiones posibles cuando el estado del sistema es (3, j).

Tenemos:
Ao =A, Apn = A, Ao ={0,1}, A ={0,1}.

Para las recompensas basta especificar la funcién r(i, j, a) puesto que las cantidades descritas
tales como ingresos, costos, multas, etc. son constantes en el tiempo. Tenemos:

2) a=2:
. r(07072):R00_S_pM7

4Las probabilidades 0 o 1 deben aparecer como tales.



= 7(0,1,2) = Ryy — S — pM,
Las probabilidades de transicién las presentamos en tres tablas, correspondientes a las deci-
siones a = 0, 1, 2. La tabla genérica esta dada por: (p((k,1)|(i,7),a)) =

X 1 1 0 0 k
Y 1 0 1 0 l

L[ U [[ofBf [af(1=57) [ (1= af)Bf [ (1—af)(1 - 57)

1[0 [[othy [af( =55 [(1—afBy [(A—aO -5 | |,

0 [ 1 [ agBt [af(1—p7) | (1—a)si [ (1—af)(1—5f)

0 [0 a8 [af(1— ) [ (0 —af)f§ [ (1—of)( - 55)

e fall | | | [

aunque hay que tomar precauciones en el caso a = 2 tanto con el nimero de filas como con
los valores porque esta presente la posibilidad de que el soborno se descubra y no se consiga la
acreditacion.

Tomando en cuenta las restricciones descritas tenemos: cuando a = 0 (no hay inversién) no es
posible aumentar la calidad, lo cual significa que a8 = 0. Por otra parte, si no invierte y tiene
mala calidad, entonces no sera acreditada, es decir 5] = 68 = 0. Llegamos entonces a

X 1] 110 0 k

Yiit[o]1 0 l
L]1llo]ad]0]1-af
a=0—=[1]0[]0]af][0]1-0aY
o[1/o]o]o0 1
ofoffo]o]o 1

il [ [ | L

Cuando a = 1 la calidad no puede disminuir, lo que equivale a 041 = 1. Por otra parte, se
acredita con seguridad si la calidad es buena y esta acreditada, es decir aq ﬁl = 1, de donde
concluimos que ﬁll = 1. Llegamos entonces a:

X 1 1 0 0 k
Y 1 0 1 0 l
11 1 0 0 0
a=1—=|11]0 50 1- 85 0 0
01 af 0 1—af 0
010 [Jaghy | ag(1—5g) | A —ap)By | (1 —ag)(1 — )

Lilal ] | | L

Finalmente consideramos el caso a = 2. En primer término, las dos primeras filas de la matriz
genérica no estadn porque no hay soborno si la calidad es 1. Cuando hay soborno, la calidad
no puede subir, lo cual implica que a% = (. Por otra parte, para ser acreditado mediante
soborno no puede haber inspeccion de Patrick Glass, lo cual ocurre con probabilidad 1 —p y

es independiente del proceso (Z,,). Resulta entonces

X 1|1 0 0 k

YI||1]|0 1 0 l
a=2—=[0]1J0]0[p1-p) [1-Bi1—-p)
0jofojo]g(-p) |1-50-p)

EAFA N | [ ]

La funcién objetivo a maximizar es la suma de las recompensas (con o sin tasa de descuento)
hasta el horizonte IV, es decir

N—1
(X, Y, ar) + rv(Xn, Yn).
=1



Notar que los a; son decisiones aleatorias, dependientes del estado del sistema, con respecto a
las cuales se optimiza.

b) Las ecuaciones de optimalidad de Bellman se escriben como

u(i,d) = mix {r(ij, @)+ Y wen @5 p((0.9). (7150} 1<k <N -1,

acA;;
v (i',j")EE

conun(i,j) = Fy;, i,j € E ={0,1}. Estas ecuaciones las especializamos segin los 4 elementos
del espacio de estados E. Comenzamos con (i,5) = (0,0) y leemos los valores en la tabla de
recompensas: 7(0,0,0) = Ry — pC,7(0,0,1) = Rop — I — pC,7(0,0,2) = Rggp — S — pM. Por
otra parte, de las probabilidades de transicién obtenemos (solo listamos las positivas):

p((0,0),(0,0),0) = 1,
p((ov 0)7 (O’O)v 1) = (1 - a(l))(l - Bé)ap((o’o)v (O 1)’ 1) (1 - aO)/BOa
p((0,0), (1,0),1) = ag(1 = £5),p((0,0), (1,1),1) = ap g,
p((0,0)7(0,0)72)=1—5(2)(1—]9),}?((0,0)7 72) BO 1_ )
Tenemos
uk(0,0) = Roo + max{ — pC + ug41(0,0), =1 = pC + up1(0,0)(1 = ag)(L = Fy) + -+, (1)

— 8 = pM +up11(0,0)(1 = 5 (1 —p)) +--- }.

ur(1,1) = Ry1 — pC + méax{ug4+1(1, O)a(l) + ug+1(0,0)(1 — a(l)), —I +up1(1, 1)}

c¢) Ahora damos algunos valores a los pardmetros para realizar un par de iteraciones. Comenzamos
con las probabilidades

» p=23/4
» o) =1/4,0f =3/4
= By =3/4,55 = 3/5, 8 = 4/5.
Luego las recompensas:
» Roo = 10, Ro1 = 20, Ry = 30, R11 = 50,
« Fyo = 100, Fy; = 200, Fio = 300, Fy; = 500,
« [=255=20C=4 M =20.

Reescribimos las ecuaciones de Bellman como sigue:
ug(0,0) =max{7 + ugy1(0, O)

3 3 9
— 18 + Uk+1 (0 0) + Uk+1(0 1) + Uk+1(1 0) + Uk-+1(1 1)

16 16 16 16’
17 3
—7+Uk+1(0,0)20 +uk+1(0 1)20}

up(0,1) = max{17 + w41 (0,0),

3
— 8+ uk+1(0, 0)0+uk+1(0 1) + ug+1(1,0)0 + uk41 (1, 1)4

3+Uk+1(0 0) +’Uk+1(0 1)5}

[ 3 1
ug(1,0) = max{27 4+ ug11(0, O)Z + ugs1 (1, 0)1

3
2 4+ ug41(0,0)0 + ug41(0,1)0 4+ ugy1(1, 0) + ug+1(1, 1)4}



3 1
uk(l, 1) = Inétx{47 + Uk+1(0, O)Z + Uk+1(17 O)Z,

Para el caso N — 1 tenemos

un—1(0,0) =méx{7 + 100,

1 3 3 9

— 18 4+ 100— + 200—— = =

8 + 100 + 2007 + 300 + 500
17 3
— 100== + 200-—
7+ 1005 + 200}

— méx{107,1453/4,108} = 1453/4 = a = 1.

un—1(0,1) =max{17 + 100,
1 3
~ 841000 +200; +300-0 + 5007,
4 1
34 100= + 200
+ 1005 + 2005}
= max{117,417,123} =417 = a = 1.
) 3 1
uy-1(1,0) =méx{27 + 100 + 300,
1 3
2 Z Z
+ 300 + 5007}
= max{177,452} = 452 = a = 1.

3 1
un—1(1,1) =max{47 + 1001 + 3001,
22 + 500}
= méx{197,522} = 522 = a = 1.

Observamos que, con los valores escogidos, en todos los casos conviene invertir.



